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является точка касания шара с плоскостью. Однако наибольшая 
наглядность может быть достигнута в результате применения средств 
компьютерной графики. Анимированное движение точки по кривой 
второго порядка сопровождается движением по конусу образующей, 
соответствующей этой точке. Движение образующей определяет дви-
жение соответствующих точек по сферам и делает очевидным сохра-
нение расстояния между ними, что является ключевой идеей доказа-
тельства. В случае гиперболы для наглядности следует осуществить 
отображение одного конуса в другой. Выделение равенства углов по-
вышает наглядность доказательства в случае параболы. Контроль за 
углами делает видимым и процесс получения директориальных опре-
делений. 
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Аннотация. Рассматривается применение математического аппарата на примере 

расчета процесса колебания штанги с независимой маятниковой навеской и системой 
стабилизации в вертикальной плоскости.  

https://bsatu.by/ru


160 

В процессе изучения математики в вузе необходимо знакомить 
студентов с практической стороной применения получаемых ими ма-
тематических знаний. Предпочтительно, чтобы студенты могли знако-
миться именно с такими научными разработками, в которых применя-
ется тот математический аппарат, который они изучают на младших 
курсах, в частности, дифференциальное и интегральное исчисление, 
решение дифференциальных уравнений, векторную алгебру и т. д. 

В связи с постоянным совершенствованием полевых штанговых 
опрыскивателей, направленных на повышение производительности 
путем увеличения рабочей ширины захвата, актуальным остается во-
прос эффективного гашения колебаний штанги. На основе проведен-
ного анализа конструкций современных полевых штанговых опрыски-
вателей, достижений науки в области стабилизации и гашения колеба-
ний штанговых рабочих органов [1–3] разработана расчетная схема 
штанги с независимой навеской и системой стабилизации, основанной 
на демпфирующих элементах (рис. 1). Подвижная рамка 5 закреплена 
на штоке гидроцилиндра 7, нижний конец которого крепится на пла-
стине 4, опирающейся на две вертикальные пружины сжатия 1 и амор-
тизатор 10, которые установлены на остове опрыскивателя 9. Рамка 
может свободно перемещаться в направляющих остова опрыскивателя. 
Штанга 6 закреплена на подвижной рамке 5 шарнирным соединени-
ем 4, обеспечивающим ее вращательное движение. При этом штанга 
совершает сложное движение по отношению к остову опрыскивателя: 
поступательное вместе с рамкой в направляющих (гашение колебаний 
осуществляется пружинами 1, и амортизатором 10) и вращательное 
относительно рамки (гашение колебаний – амортизаторами 2 и пружи-
нами 3). 

 
Рис. 1. Расчетная схема подвески штанги с системой стабилизации 
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Колебательное движение штанги опрыскивателя может быть опи-
сано уравнениями Лагранжа второго рода [4, 5]: 

1 1

,
E E Q

t q q
 ∂ ∂

− = ∂ ∂ 
к кd

d 

 

где t – время;  
q – обобщенная координата;  
q  – обобщенная скорость;  
Q – обобщенная сила;  

Ek – кинетическая энергия системы 2
к с к

1
2

rE mv E= + ;  

m – масса системы (навеска, штанга, элементы стабилизации);  
νc – скорость центра масс штанги;  
а – коэффициент инерции. 
Разложим движение системы (рис. 1) на переносное поступатель-

ное движение вместе с центром масс штанги и относительное по от-
ношению к системе координат, движущейся поступательно вместе с 
этим центром. Тогда уравнение Лагранжа для этого поступательного 
движения имеет такой вид: 

(2) (2)

2 2

,E E Q Q
t q q
 ∂ ∂

− = + ∂ ∂ 
к к

п д
d
d 

 

где Qп  – потенциальная сила двух параллельных пружин 1 (см. рис. 1); 
Qд – диссипативная сила сопротивления амортизатора 2. 
Обобщенная потенциальная сила двух пружин равна q z= . 

2

п
п ,

E
Q

q
∂

= −
∂

 
22

2 22 2
2

22 ,
2 2

с zc qE c z= = =п  22Q c z= −п ,

2 ,а аQ q z= −µ = −µд    
где 2 12с с= , 1c  – жесткость пружины 1;  

аµ  – обобщенный коэффициент сопротивления амортизатора. 
Тогда 

22 ,mz c z z= − −m       или    22 0,z bz k z+ + =                  (1) 

где 2 ;b
m
m

=  22ck
m

=   
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Решение дифференциального уравнения (1) в зависимости от соот-
ношения между величинами b  и k  выражается одной из трех формул: 

1sin( )btz e A k t−= + α  при b k< ,    2 2
1 ;k k b= −               (2) 

1 2( )bt rt rtz e C e C e− −= +  при b k> ,      2 2 ;r b k= −          (3) 

1 2( )btz e C t C−= +    при b k= ,                                 (4) 
где С1, С2 – постоянные интегрирования. 

Для описания колебательного движения штанги в уравнении Ла-
гранжа в качестве обобщенной координаты примем угол поворота 
штанги ϕ . Тогда уравнение примет такой вид: 

'
'к к п
д

d ,
d φ φ φ

E E E Q
t
 ∂  ∂ ∂

− = − + ∂ ∂ ∂ 
   2'

п ,E cz=  

где 'Eп  – потенциальная энергия штанги;  
'Qд  – обобщенная сила сопротивления амортизаторов штанги; 

1z x= ϕ ;  

1x  – расстояние от центральной точки подвеса штанги до точки 
крепления пружин на штанге. 

Потенциальная энергия системы состоит из потенциальной энергии 

полей сил тяжести Eт
п  и сил упругости Eу

п . 0cE Pz= =т
п , так как 

0 0cz z= = , ' .E E= у
п п  2'

п ,E cz= 2
3 cos αc c= , '

п пφQ с= − , 2
1п( 2 )c cx= . 

Обобщенная сила 'Qд , вызванная силой сопротивления амортизаторов, 

пропорциональной скорости c aF uv= −  ( u  – коэффициент пропорцио-
нальности): 

2
' ' ,

cos
au lQ ϕ

= − = −µ ϕ
βд


               
2

μ ' ,
cosβ

aux 
= 

 
 

где a av x= ϕ и az xδ = δϕ  – скорость и перемещение точки приложения 
силы cF  соответственно;  

ax  – расстояние от середины штанги до центра точки крепления на 
ней амортизатора. 

Очевидно, что в рассматриваемой системе реализуется случай 
больших сопротивлений b k>  и применима зависимость (4). В общем 



163 

случае можно принять, что z  стремится к нулю экспоненциально с 
некоторым коэффициентом n , т. е. ~ ntz Ce− . Тогда 

,nt nt
cv z Cne De− −= = − =  ( ) ,D Cn= −   

22 2
,

2 2

nt cyImD eE
− ϕ

= +к


 

где cyI  – момент инерции относительно оси у. 
Принимая во внимание полученные выражения для кинетической 

энергии и обобщенных сил из уравнения Лагранжа, получим диффе-
ренциальные уравнения колебаний штанги в форме: 

' ,nt
cy cI c Bx e−ϕ+µ ϕ+ ϕ =п                                  (5) 

где nt
cBx e−  – обобщенная сила переносной силы инерции, которую 

можно рассматривать как момент пары сил, образован-
ной переносной силой инерции и силой тяжести поло-
вины штанги с плечом, равным расстоянию cx  от сере-
дины штанги до центра тяжести одной из половин 
штанги. 

Обобщенная сила переносной силы инерции будет равна: 

.
ntnt

k ntc
c

A Be xBe zQ Bx e
−−

−δ δφδ
= = = =

δϕ δϕ δϕ
∑

пер    2( ) .B mCn=  

Разделив все члены уравнения (5) на cyI , получим неоднородное 
дифференциальное уравнение в следующем виде:  

2
02 ( ) ,ntb k B e−′ ′ϕ + ϕ+ ϕ =                                    (6) 

где μ '2
cy

b
I

′ = ; 
cy

c
k

I
′ = п ; 0 .c

cy

Bx
B

I
=  

Неоднородному уравнению (6) соответствует однородное уравне-
ние 

22 ( ) 0.b k′ ′ϕ + ϕ+ ϕ =                                       (7) 
Решением неоднородного уравнения (6) является функция 

1 2 ,ϕ = ϕ + ϕ  
где 1ϕ  – общее решение однородного уравнения (7);  

2ϕ  – частное решение неоднородного уравнения (6). 
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Общее решение 1ϕ  однородного дифференциального уравнения (7) 
записывается в одной из трех форм в зависимости от соотношений 
между величинами k ′  и b′ : 
если  

k b′ ′< , т ( )1 1 2 ,b t rt rte C e C e′− −ϕ = +   ( ) ( )2 2 ;r b k′ ′= −                (8) 

если  
k b′ ′= , то  1 1 2( ),b te C t C′−ϕ = +                              (9) 

если  

k b′ ′> , то 1 1 2( sin cos ),b te C t C t′−ϕ = ω + ω  2 2( ) ( ) ;k b′ ′ω = −   (10) 

где С1, С2 – постоянные интегрирования, определяемые начальными 
условиями. 

В результате введения вспомогательного аргумента 
1

2 2
1 2

arcsin C

C C
a =

+
 функция (10) преобразуется к виду: 

1 sin( ),b te A t′− ′ϕ = ω +α    ( 2 2
1 2A C C′ = +  – амплитуда колебаний). 

Частное решение 2ϕ  неоднородного уравнения (6) следует искать 
в зависимости от корней характеристического уравнения: 

2 ' ' 22 ( ) 0.y b y k+ + =                                         (11) 
Если число n не является корнем характеристического уравнения 

(11), то частное решение 2ϕ  следует искать в виде функции 

2 0 ,ntQ e−ϕ = а если является, то либо в виде функции 02 ,ntQ te−ϕ =  ли-

бо в виде функции 2
2 0 ,ntQ t e−ϕ =  в зависимости от кратности корня n 

в характеристическом уравнении (11).  
Если число n не является корнем характеристического уравне-

ния (11), то, подставляя 2 0
ntQ e−ϕ = в неоднородное уравнение (7), по-

лучаем: 
0

0 2 2 .
2 ( )

BQ
n b n k

=
′ ′− +

                                   (12) 

Таким образом, если  

k b′ ′< , то ( ) 0
1 2 2 2 ,

2 ( )
b t rt rt ntBe C e C e e

n b n k
′− − −ϕ = + +

′ ′− +
   (13) 
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если  

k b′ ′= , то 0
1 2 2 2( ) ,

2 ( )
b t ntBe C t C e

n b n k
′− −ϕ = + +

′ ′− +
         (14) 

если  

k b′ ′> , то 0
2 2sin( ) .

2 ( )
b t ntBe A t e

n b n k
′− −′ϕ = ω +α +

′ ′− +
        (15) 

При b k′ ′≠  характеристическое уравнение (11) имеет два различ-
ных корня, следовательно, только один из них может совпасть со зна-
чением n. В этом случае подставляем выражение 2 0

ntQ te−ϕ = в неод-
нородное уравнение (7) и получаем: 

0
0 2 2 .

2 ( ) 2 2
B

Q
n t b nt k t b n

=
′ ′ ′− + + −

                             (16) 

Таким образом, 
если k b′ ′< , то 

( ) 0
1 2 2 2 ,

2 ( ) 2 2
b t rt rt ntB

e C e C e te
n t b nt k t b n

′− − −ϕ = + +
′ ′ ′− + + −

     (17) 

если k b′ ′> , то 

0
2 2sin( ) .

2 ( ) 2 2
b t ntB

e A t te
n t b nt k t b n

′− −′ϕ = ω +α +
′ ′ ′− + + −

            (18) 

При b k′ ′=  характеристическое уравнение (11) имеет один корень 
кратности два, следовательно, в случае совпадения его со значением n 
в неоднородное уравнение (7) подставляем выражение 2

2 0
ntQ t e−ϕ = и 

получаем: 

0
0 2 2 2 2 2 .

2 ( ) 4 4 2
BQ

n t b nt k t b t nt
=

′ ′ ′− + + − +
                        (19) 

Таким образом, при b k′ ′= имеем: 
20

1 2 2 2 2 2 2( ) .
2 ( ) 4 4 2

b t ntBe C t C t e
n t b nt k t b t nt

′− −ϕ = + +
′ ′ ′− + + − +

  (20) 
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Заключение. Для предложенной расчетной схемы штанги с систе-
мой стабилизации разработана последовательность проведения анали-
тических исследований процесса колебаний штанги в зависимости от 
начальных условий, параметров и характеристик используемых демп-
фирующих элементов, при которых обеспечивается эффективное их 
гашение. Показано, что при определенных числовых значениях гео-
метрических параметров штанги, способа навешивания и гашения ее 
колебаний происходит изменение не только числовых значений функ-
ций, но и самих функций, описывающих процесс движения штанги в 
вертикальной плоскости, включая случаи резонанса. 
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